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Abstract

STRELEC, L.: Analysis of power of the classical and robust normality tests against bimodal distribution. Acta univ.
agric. et silvic. Mendel. Brun., 2009, LVII, No. 6, pp. 253-260

The aim of this paper is to compare the power of selected normality tests to detect a bimodal distri-
bution. We use some classical normality tests (the Shapiro-Wilk test, the Lilliefors test, the Anderson-
Darling test, the classical Jarque-Bera test and the Jarque-Bera-Urzua test), some robust normality
tests (the robust Jarque-Bera test and the Medcouple test) and the modified Jarque-Bera tests, where
the median instead of the mean is used in the classical Jarque-Bera test statistic. The results of simula-
tion study show that the Anderson-Darling and the Shapiro-Wilk tests outperform the others, espe-
cially in small sample sizes. On the other hand the classical Jarque-Bera, the Jarque-Bera-Urzua and
robust Jarque-Bera tests are biased, especially in small sample sizes again. Finally, the modification of
the Jarque-Bera test leads to increase of power against bimodal distribution.

tests of normality, robust tests, Monte Carlo simulation, power comparison, bimodal distribution

V soucasné dobé€ existuje velké mnozstvi odborné
literatury, kterd se vénuje testim normality a je-
jich statistickym vlastnostem (nap¥. Thode, 2002).
Mimo klasickych formalnich testovacich procedur
uréenych k testovani normality existuji rovné€z me-
tody zalozené na grafickém posouzeni ¢i testy tes-
tujici odlehlé hodnoty ¢i jiné odchylky od norma-
lity. P¥esto v3ak nejvice pouzivanymi metodami jsou
formélni testovaci procedury, které dopliuji pr-
votni posouzeni normality vychézejici z grafickych
metod. V3eobecné nejb&znéji vyuzivanym omni-
bus testem je Shapiro-Wilktv test (Shapiro a Wilk,
1965), v ekonomii ¢i financich je naopak nejvice vy-
uzivany Jarque-Bera test (Jarque a Bera, 1980). V po-
sledni dobé se mimo klasickych testti objevuji také
nové testy normality, které jsou zalozeny na robust-
nich charakteristikich a které dokdzou ¢asteéné eli-
minovat problémy s odlehlymi hodnotami. Jako
piiklad lze uvést robustni Jarque-Bera test (viz Ge-
lova a Gastwirth, 2009), ktery vykazuje vy3si silu
testu proti t€zkochvostym alternativim nez klasicky
Jarque-Bera test, déle pak testy normality zalozené
na medcouple charakteristice jako robustni charak-
teristice Sikmosti (viz Brys et al., 2004 a 2008) ¢i tiidu
robustnich RT testd, kde specidlnimi piipady jsou

jak klasicky Jarque-Bera test, tak i robustni Jarque-
Bera test (viz St¥elec a Stehlik, 2009a).

Cilem prace je komparace a analyza sily vybra-
nych testt normality (zahrnujici jak klasické, tak
i robustni testy normality) proti bimodéalnim alter-
nativam, pfedevsim se zaméfenim na vylep3ent sily
klasického Jarque-Bera testu, ktery proti témto alter-
nativaim a pro malé rozsahy soubort vykazuje nulo-
vou sflu. Price je rozdélena do ¢tyf hlavnich ¢4sti.
V prvni jsou charakterizovany modifikace Jarque-
Bera testu normality a smé&si normélnich rozdéleni.
Ve druhé &asti jsou prezentovany vysledky prove-
dené kompara¢ni analyzy sily testfi. Ve t¥eti ¢asti
jsou diskutoviny dosazené vysledky piedevsim
s ohledem na porovnani sily klasickych, robustnich
a vybranych testd pochdzejicich z RT t¥idy testt

normality. Ctvrta ¢ast obsahuje souhrn nejdaleZitéj-
gich vysledku.

MATERIAL A METODY

Pro potfeby kompara¢ni analyzy bude sledovana
sila vybranych klasickych testti normality, konkrétné
Anderson-Darlingova testu (AD), Shapiro-Wilkova
testu (SW), Lilliefors (Kolmogorov-Smirnovova)
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testu (LT), Jarque-Bera testu (JB), vybranych robust-
nich testd normality, konkrétné robustniho Jarque-
Bera testu (RJB) a medcouple testu (MC-LR), a mo-
difikovanych Jarque-Bera testdl, jako specidlnich
piipadt tfidy RT testt definované v [Stielec a Steh-
lik, 2009a, b]. Modifikované Jarque-Bera testy jsou
testy vyuZzivajici medidnu jako odhadu stfedni hod-
noty misto aritmetického praméru v klasické testové
statistice Jarque-Bera testu. Necht y, = E(X - E(X))*je
k-ty teoreticky moment rozdé&leni pro viechny pozi-
tivni hodnoty k, necht i, = % z (X~ X)*jejeho em-
piricka varianta a necht i, = % 21 (X,-M,)* je jeho
robustni varianta, kde X, pro i = , nje vybér z iid
nihodné proménné, X je vyberovy odhad prvmho

obecného momentu (aritmeticky primér) a M, je
vybérovy mediin. Obecné& pak mﬁieme zavést od-
1

had empirického momentu xk——Z X, M)

0
kde i € {0, 1} zna¢i bud aritmeticky prtimér M,
nebo median M, = M,. Tridu modlﬁkovanyciq ]B
testtl lze pak zapsat jako

n(M.,P? n (M >
(s C (széj C, (1\/[124 3)' 0

C,aC,jsou konstanty, které maji jiné hodnoty nez
v piipad€ klasického Jarque-Bera testu. Tyto kon-
stanty lze ziskat na zédkladé Monte Carlo simulaci
(viz niZe). Blize k uvedenym modifikovanym testim
viz Stielec a Stehlik, 2009a,b.

Klasické Jarque-Bera testova statistika tak je speci-
dlnim piipadem této obecné t¥idy, kdy ji 1ze zapsat

MJB

jako MJB - Testova statistika tak m4 tvar (Jarque
aBera, 1980)

n( j, ¥ n( fi u
]B:]V"]B(o,o,o,o)= ?( ﬁ233/2 ]+ ( ﬂ: - 3) , (2)

kde ]/tg/,u 32 je vyb&rovy odhad Sikmosti rozdélent
afi,/fi2je vybérovy odhad Spicatosti rozdéleni.

Jak jiz bylo uvedeno vyse, jednotlivé varianty mo-
difikovanych Jarque-Bera testl se od sebe odliduji
konstantami C, a C,. Konstanty pro vSechny varianty

I: Vijsledky simulace konstanty C, pro riizné rozsahy souborii

MJB, ., testl, kde i e {0, 1} znati bud vyuZiti arit-
metického priméru M, = X, nebo medianu M,
M, jsou uvedeny vTab I. aIl.

z uvedenych vysledkt simulace konstanty C, je
patrné, Ze jeji hodnota je zavisld na pouzité charak-
teristice 3ikmosti. Naopak v pifipad¢ konstanty C,
jsou jeji asymptotické hodnoty shodné. Z vysledki
lze rovné&z posoudit rychlost konvergence k teore-
tické hodnoté, kdy v p¥ipad& charakteristiky sikmo-
sti nejrychleji konverguje vyb&rova charakteristika
s/, 32 a v piipad€ charakteristiky $picatosti vybé-
rova charakteristika i1, /i 2.

Ziskané teoretické (asymptotické) hodnoty kon-
stant C, a C, jsou pak vyuzity pfi vlastni konstrukei
modifikovanych testdt normality MJB. Napf. testo-

vou statistiku MJB,, , , 1ze zapsat

MJB, - e (2 f 2 (5T 3
] (1,0,1,0) 18 ﬁ;/Z 24 ﬁZZ ( )
Viechny MJB testy maji stejné jako klasicky

Jarque-Bera test asymptoticky chi-kvadrat rozdéleni

se dvéma stupni volnosti (blize viz St¥elec a Stehlik,

2009a, b).

Pro v3echny sledované testy bude vyuzito exakt-
nich kritickych hodnot ziskanych na zédkladé Monte
Carlo simulaci, které pro malé a stfedné& velké roz-
sahy soubort v pfipad€ Jarque-Bera testu, robust-
niho Jarque-Beratestu, modifikovanych Jarque-Bera
testdl a medcouple testll v porovnéani s aproximaci
chi-kvadrit rozdélenim vérohodnéji zachycuji roz-
déleni testovych statistik t&chto testt normality.

Jako alternativy jsou zvoleny vybrané smési nor-
maélnich rozdéleni zajistujici bimodélni rozdé&leni.
Smé&s dvou normalnich rozdéleni lze obecné zapsat
funkef:

F=(1-p)N{p,,c2) +pN(pu,0,?), (4)

kde 0 < p < 1. Funkce Fuvedend v (4) muze byt in-
terpretovana nasledovné: s pravdépodobnosti (1 -
p) pochazeji hodnoty z normélniho rozdéleni se
stfedni hodnotou p, a rozptylem o2 a s pravdépo-

25 50 75 100 200 500 1000 n—o
Ay /p,” 4,71 5,40 5,38 5,69 5,91 6,00 5,98 6
NG 4,32 5,15 5,21 5,55 5,83 5,97 5,97
/i 15,66 16,36 16,28 16,67 16,87 17,17 17,23 18
/i3 13,51 15,18 15,44 16,01 16,53 17,03 17,16 18
Polet Monte Carlo simulaci je 10 000.
1I: Visledky simulace konstanty C, pro riizné rozsahy souborii

25 50 75 100 200 500 1000 n—©
/g 13,02 18,46 19,29 21,08 23,07 23,91 23,32 24
i/} 12,92 18,27 19,25 20,95 23,02 23,84 23,31 24
/i 19,09 22,05 21,62 23,18 24,10 24,42 23,54 24
i /in? 15,28 19,98 20,29 22,04 23,55 24,15 23,42 24

Pocet Monte Carlo simulaci je 10 000.
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dobnosti p pochézeji hodnoty z normélniho rozdg-
leni se stfedni hodnotou p, arozptylem o,2.

V komparaéni analyze budou konkrétn& piedpo-
kladany nésledujici hodnoty jednotlivych parame-
tril a to za ifelem analyzy bimodalnich rozdéleni:
w,=0,02=1,p,€(3,5)},0,°=1ap=0,50.K porovnani
sily sledovanych testt proti uvedenym alternativim
bude vyuzito Monte Carlo simulaci (po¢et Monte
Carlo simulaci je 10000).

VYSLEDKY

V Tab. IIT a na Obr. 1 je zachycena sila sledova-
nych klasickych (AD, JB, JBU, LT, SW) a robustnich
(RJB a MC-LR) testtt normality proti bimodalnimu
rozdéleni vychazejici ze smési dvou normadlnich
rozd€&leni s funkei F=0,5N(0; 1) + 0,5 N(3; 1). Z vy-

vy

sledkt je patrné, Ze nejsilngjsim testem je Ander-
son-Darlingtiv test (AD) a to pro viechny sledované
rozsahy soubortl. Naopak nejslabsimi testy pro malé
a stfedné velké rozsahy souborti (n < 100) jsou kla-
sicky Jarque-Bera test (JB), Urzuova verze Jarque-
Bera testu (JBU) a robustni Jarque-Bera test (R]B),
které napf. pro rozsah souboru n = 24 povazuji dané
bimodaélni rozdéleni za rozdé&leni normalni v témef¥
100% piipadii (sila testu je ve viech tfech pFipadech
velmi blizkd nule). Déivodem je, Ze dané rozdé&leni
je symetrické, pFi¢emz jeho 3picatost pro n — « je
2,04 (viz Tab. IV), aviak pro malé rozsahy souboru
neni 3picatost vyznamné odli¥nd od 3picatosti nor-
maélniho rozdéleni, coz zptsobuje, Ze uvedené testy
maji prakticky nulovou silu.

V pFipad&vybranych modifikovanych Jarque-Bera
testl je viak patrné jisté zlep3eni. Vysledky Monte

111: Sila sledovanyjch klasickijch a robustnich testii normality pro riizné rozsahy souborii
proti alternativé bimoddlniho rozdélent s parametry p, =3 a o, =1

24 50 74 100 200

AD 0,1441 0,4113 0,6359 0,8024 0,9914
JB 0,0009 0,0012 0,0401 0,2182 0,8917
JBU 0,0008 0,0000 0,0086 0,1053 0,8492
LT 0,1051 0,2877 0,4555 0,6202 0,9456
MC-LR 0,0771 0,1218 0,1525 0,1935 0,3689
RJB 0,0003 0,0000 0,0000 0,0018 0,8190
SW 0,1219 0,3497 0,5590 0,7334 0,9837
Zvyraznény jsou testy s nejvyssi silou.
Polet Monte Carlo simulaci je 10000, hladina vyznamnost o = 0,05.
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24 50 74 100 200
n
—AD —JB —JBU tT —RB —SW ——MCLR

1: Sila sledovanyjch klasickijch a robustnich testii normality pro riizné rozsahy proti alterna-
tivé bimoddlniho rozdéleni s parametry p,=3 ac,? =1
Poclet Monte Carlo simulaci je 10000, hladina vyznamnost o = 0,05.

IV: Charakteristiky Sikmosti B, a $picatosti V' B, pro vybrané smési normdlnich rozdéleni

n,
0 1 2 3 4 5
) B, 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
c, =1
VB, 3,00 292 250 204 1,72 151
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Carlo simulace sily modifikovanych Jarque-Bera
testtl jsou zachyceny v Tab. V a na Obr. 2. Nejvy3si
silu pro viechny sledované rozsahy souborti vyka-
zuje MJB,,, ,, test, ktery v porovnani s témé¥F nulo-
vou silou Klasického Jarque-Bera testu MJB,,  pro
malé rozsahy souborti (n < 75) vykazuje silu srovna-
telnou s robustnim medcouple MC-LR testem. Pro
V&3 rozsahy soubort (n > 100) je sila uvedeného
testu jiz vy33i nez sila medcouple MC-LR testu a je
srovnatelnd dokonce s LT testem.

Zajimavé je i rozpéti sily modifikovanych Jarque-
Bera testti, kdy nap¥. pro stfedng velky rozsah sou-
boru (n=100) je jejich sila v rozmezi intervalu (0,04;

0,42), tj. lze nalézt test (konkrétné MJB g1 ) ktery
ma silu p¥iblizn& srovnatelnou se zvolenou hladi-
nou vyznamnosti a = 0,05, a rovnéz test (konkrétné
MJB,, ), jehoZ sila je vys3i neZ sila klasické¢ho JB
testu, JBU testu a obou sledovanych robustnich
testt normality (RJB, MC-LR), ale zdroven niz3i nez
sila klasickych testt normality (AD, LT a SW). Jedna
se tedy o test, ktery pFedstavuje kompromis mezi ro-
bustnosti testu a jeho silou.

Obdobnych vysledkt je dosazeno i v pFipadg sily
sledovanych test normality proti bimodéalnimu
rozdéleni vychézejici ze smési dvou normélnich
rozdéleni s funkcei F = 0,5N(0; 1) + 0,5N(5; 1). Z vy-

V: Sila modifikovanijch Jarque-Bera testii normality pro riizné rozsahy souborii proti alter-
nativé bimoddlniho rozdélent s parametry p,=3 ac*=1

24 50 74 100 200
MJB,,,, 00009 00012 00401 02182 08917
MJB,,,, 00043 0020 01059 03030 09094
MJB,,,, 0,0012 0,0002 0,0009 0,0368 0,7852
MJB,,, 0,0012 0,0002 0,0062 0,0903 0,8475
MJB,,,, 00008 00024 00526 02409  0,8959
MJB,,,, 0,0069 0,0361 0,1294 0,3376 0,9138
MJB,,, 0,0013 0,0002 0,0012 0,0439 0,7900
MJB,,,, 00011 00001 00081 01030 08529
MJB,,,, ~ 00192 00618 01442 03395 09166
MJB,,,, 0,0400 0,0986 0,1860 0,3772 0,9225
MJB, ;0 0,0037 0,0028 0,0071 0,0928 0,8694
MJB,,,, 0,0037 0,0084 0,0526 0,2239 0,8980
MJB,, 40 0,0178 0,0754 0,1797 0,3824 0,9229
MJB,,,, 00474 01177 02210 04209  0,9291
MJB,,, 00019 00010 00077 01104 08779
MJB,,,, 00010 0,0032 0,0651 02577 0,9058
Zvyrazn&ny jsou testy s nejvy3si silou.
Pocet Monte Carlo simulaci je 10000, hladina vyznamnost a = 0,05.
1,0
0.9
0.8
07
06
05
0.4
0.3
02
o
0,0 = ‘ ‘
24 50 74 100 200
n
——MJB(0,000)  ——MJB(0,0,0,1) ——MJB(0,0,1,0) MJB(0,0,1,1)
—MJB(©,1,00)  ——MJB(0,1,0,1) —MJB©0,1,1,0)  ——MIBO1,1,1)
——MJB(1,0,0,0) MJB(1,0,0,1) ——MJB(1,0,1,0) MJB(1,0,1,1)
MJB(1,1,0,0) MJB(1,1,0,1) MJB(1,1,1,0) MJB(1,1,1,1)

2: Sila modifikovanijch Jarque-Bera testii normality pro riizné rozsahy souborii proti alter-
nativé bimoddlniho rozdéleni s parametry p,=3 ac,r=1
Polet Monte Carlo simulaci je 10000, hladina vyznamnost o = 0,05.
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sledkt zachycenych v Tab. VI a Obr. 3 je patrné, ze
nejsiln&j3im testem je op&t AD test, nasledovan SW
testem a LT testem. Naopak nulovou silu pro maly
rozsah souboru (n = 24) vykazuje klasicky JB test,
JBU test a robustni JB test. V p¥ipadé klasického JB
testu a JBU testu je jejich sila srovnatelna s ostat-
nimi testy az pro rozsah souboru n > 74, pro RJB test
az pro rozsah souboru n > 100. Je tedy patrné, Ze tyto

testy jsou, predevdim pro malé rozsahy soubort, vy-

(n 2 100) je jiz sila t&chto modifikovanych testt srov-
natelnd s klasickymi omnibus testy normality.
Vyuzitim kombinace medidnu a aritmetického
praméru v klasické Jarque-Bera statistice tak lze
dosdhnout zvy3eni sily testu proti bimodalnim
rozd&lenim, aviak uvedené zvy3eni sily neplati
obecné&. Naopak lze rozligit skupinu modifikova-
nych testt, jejichz sila je prakticky shodna s klasic-
kym Jarque-Bera testem, jenz je v Tab. VII oznaéeny

chylené, tj. nedokdZou sledované bimodalni roz- jako MJB,  ~ konkrétné se jedna o skupinu testt
déleni odlisit od rozd€leni normélntho. Dtivodem  MJB, ., M]BOOH), MJB, 000 MIBg1gp MIBy, 1
je opé&t symetrie rozdéleni a také pro malé rozsahy B 010 ]B(um) aM]B(HH) askupmu modifiko-

soubortt nevyznamny rozdil mezi hodnotou 3pica-
tosti daného rozdéleni, kterd je 1,51 pro n — @ (viz
Tab. IV), a §pi¢atosti normalniho rozdé&leni.

Jednou z moznosti, jak zlep3it silu Jarque-Bera
testu, je op€t vyuZit jeho modifikace, kdy MJB,
test vykazu]e pro rozsah souboru n = 24 silu 0,07
v porovnani s nulovou silou klasického JB testu (viz
Tab. VII a Obr. 4). Nejvy3siho rozp&ti modifikova-
nych testd je dosazeno pfi rozsahu souboru n = 50,
kdy nejslab3im testem je MJB 000, tEST S tEMEF nulo-
vou silou a nejsiln&j3im testem je M]B 1100 tESt se si-
lou 0,78. Pro stFedn€ velké a velké rozsahy souborti

vanych testt, jejich sila i pro malé rozsahy soubort
je v porovnani s klasickym Jarque-Bera testem ¢i ro-
bustnim Jarque-Bera testem relativné vysoka, coz
umoziuje jejich praktické vyuziti — konkrétn& se
jednd o skupinu testit MJB, s MJBg 019 MIByy 00
MJB 1001 MJB, 40 2 M]B(1101 , pFi¢emz nejsilnéjsi
2 nich j je pos]edne jmenovany, tj. test, jehoZ testova
statistika ma podobu

n (i, ¥ n{ j 2
MBuson= 18 (W)* 3l e i), 5)

VI: Sila sledovanijch klasickijch a robustnich testii normality pro riizné rozsahy souborii
proti alternativé bimoddlniho roxdéleni s parametry p,=5a0,2 =1

24 50 74 100 200

AD 0,8813 0,9995 1,0000 1,0000 1,0000
JB 0,0000 0,4336 0,9755 0,9993 1,0000
JBU 0,0000 0,0923 0,8987 0,9982 1,0000
LT 0,7118 0,9905 1,0000 1,0000 1,0000
MC-LR 0,0694 0,1479 0,2338 0,3252 0,6061
RJB 0,0000 0,0000 0,0003 0,9627 1,0000
SW 0,8317 0,9983 1,0000 1,0000 1,0000

Zvyraznény jsou testy s nejvyssi silou.

Polet Monte Carlo simulaci je 10000, hladina vyznamnost o = 0,05.

0,9 4
0,8

0,7
0,6

0,5
0,4

3 ///W

0,0 T T

/

24 50 74 100

n

——AD —JB ——JBU LT ——RJB

—8SW

200

——MC-LR

3: Sila sledovanyjch klasickijch a robustnich testii normality pro riizné rozsahy souborii

proti alternativé bimoddlniho rozdélent s parametry p,=5 a0, =1

Pocet Monte Carlo simulaci je 10000, hladina vyznamnost a. = 0,05.
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a ktery md stejné€ jako klasicky Jarque-Bera test
asymptoticky chi-kvadrét rozd&leni se dvéma stupni
volnosti, tj. normalitu zamita v p¥ipadech, kdy
MIB(LLO,]) > le—a (2).

DISKUSE
Jak vyplyva z vy3e uvedenych vysledkii provedené

simula¢ni kompara¢ni analyzy, nejsiln&jsim testem
z analyzovanych testd proti bimodalnimu rozdé-
leni je Anderson-Darlingtiv test (Anderson a Dar-
ling, 1952) nasledovany Shapiro-Wilkovym testem

(Shapiro a Wilk, 1965) a Lillieforsovym testem (Lil-

liefors, 1967). Naopak testy zalozené na momento-
vych charakteristikdch, jako je klasicky Jarque-Bera
test, Urzuova verze Jarque-Bera testu (Urzua, 1996)
i robustni Jarque-Bera test zkonstruovany Gelo-
vou a Gastwirthem, 2009, vykazuji pro malé roz-
sahy soubort nulovou silu, na coz jiz v pripadé kla-
sického Jarque-Bera testu upozornili Thadewald
a Blinning, 2007.

Uvedena nulova sila testu pro malé rozsahy sou-
borti v3ak neplati pro vdechny testy, které jsou za-
lozeny na momentovych charakteristikich - nap¥.
D" Agostintv test zaloZeny na transformovanych
charakteristikdch sikmosti a 3pi¢atosti (blize k testu

VII: Sila modifikovanijch Jarque-Bera testii normality pro riizné rozsahy souborii proti al-
ternativé bimoddlniho roxdéleni s parametry p,=5ac,2=1

24 50 74 100 200
MJB,,,, 00000 04336 09755 09993 1,000
MJB,,,, 0,0044 0,6390 0,9892 0,9995 1,0000
MJB,,,, 0,0000 0,0024 0,5556 0,9163 0,9993
MJB,,, 0,0000 0,0598 0,8068 0,9903 1,0000
MJB,,,, 0,0000 0,5412 0,9827 0,9995 1,0000
MJB, 0,0166 0,7363 0,9927 0,9995 1,0000
MJB,,,, 00000 00065 05984 09229  0,9993
MJB,,,, 00000 01022 08337 09915  1,0000
MJB,,,, 0,0153 0,6174 0,9872 0,9994 1,0000
MJB,,,,, 0,0333 0,6157 0,9877 0,9994 1,0000
MJB,,,, 0,0001 0,0118 0,8481 0,9979 1,0000
MJB,,,, 0,0005 0,2568 0,9672 0,9992 1,0000
MJB,, .0 0,0437 0,7803 0,9937 0,9995 1,0000
MJB,,,, 00693 07704 09933 09996 1,000
MJB,,, ~ 00000 00449 08711 09982  1,0000
MJB,.,, 0,000 0,4366 0,9822 0,9992 1,0000
Zvyraznény jsou testy s nejvyssi silou.
Pocet Monte Carlo simulaci je 10000, hladina vyznamnost a = 0,05.
1,0 -
0,9
0,8
0,7
06
05
0,4
0,3
02
0,1
0,0
24 50 74 100 200
——MJB(0,00,0)  ——MJB(0,0,0,1) ——MJB(0,0,1,0) MJB(0,0,1,1)
——MJB(0,1,00)  ——MJB(0,1,0,1) —MJB(©0,1,1,0)  ——MJB(0,1,1,1)
——MJB(1,0,0,0) MJB(1,0,0,1) ——MJB(1,0,1,0) MJB(1,0,1,1)
MJB(1,1,0,0) MJB(1,1,0,1) MJB(1,1,1,0) MJB(1,1,1,1)

4: Sila modifikovanijch Jarque-Bera testii normalz‘ty pro riizné rozsahy proti alternativé bi-

moddlniho rozdeéleni s parametry p,=5a c

=1

Polet Monte Carlo simulaci je 10000, hladina vyznamnost o = 0,05.
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viz D" Agostino a Stephens, 1986) vykazuje proti
alternativé bimodalniho rozdéleni pfiblizné stej-
nou ¢i dokonce nepatrn& vy3si silu nez Anderson-
Darlingtiv test (viz Stielec a Stehlik, 2009b). Dal3im
piikladem nenulové sily testu zalozeném na mo-
mentovych charakteristikdch proti alternativé bi-
modaélniho rozdg&leni jsou vybrané vyse vymezené
modifikované Jarque-Bera testy kombinujici arit-
meticky primér a medidn v odhadech centrélnich
momenttl klasické Jarque-Bera testové statistiky.
Modifikované Jarque-Bera testy sice nedosahuji sily
Anderson-Darlingova testu, ale v porovnani s kla-
sickym Jarque-Bera testem, Urzuovou verzi Jarque-
Bera testu ¢i robustnim Jarque-Bera testem dosahuji
relativné vysoké sily testu. Konkrétnim piFikladem
miZe byt MJB, ., test.

Vybrané moditikované testy tak lze asp&né vyu-

Zit pfi testovani proti alternativim bimodalniho roz-
déleni, nebot predstavuji kompromis mezi robust-
nosti a silou testu (napf. medcouple test (Brys et al.,
2004 a 2008), ktery lze povazovat za velmi robustni

test, vykazuje v porovnani s vybranymi modifikova-
nymi testy niz3i silu).

Modifikované testy lze pouZit i pro testovani proti
jinym alternativim nez je bimodélni rozdéleni. Nap¥.
je lze vyuzit pro testovani proti alternativim t€zko-
chvostych rozdéleni jako je Cauchyho, Laplaceovo
¢i Studentovo t-rozd&leni se tfemi stupni volnosti ¢i
pro testovéani proti alternativim lehkochvostych roz-
déleni jako je exponenciélni & lognormaélni rozdé-
leni. Nap¥. MJB,,, , , test vykazuje vy3si silu nez kla-
sicky Jarque-Bera test & robustni Jarque-Bera test
proti alternativim zeSikmenym s lehkymi chvosty,
avdak v pripadé t”kochvost;’/ch rozdéleni vykazuje
M]JB,,, ., test v porovndni s klasickym Jarque-Bera
testem a robustnim Jarque-Bera testem stejnou &i
nizsi silu (viz Stielec, 2008). Modifikované MJB, , .. "
testy tak poskytuji velkou 3kélu testii, které je nutne
podrobit daldimu vyzkumu a to pfedeviim v porov-
néni s klasickymi a robustnimi testy normality, nebot
predstavuji tFidu testdl, které vyuZzivaji klasickych i ro-
bustnich momentovych charakteristik.

SOUHRN

Clének se zabyvé srovnanim sily vybranych klasickych omnibus testti normality (Shapiro-Wilkova
testu, Lilliefors (Kolmogorov-Smirnovova) testu, Anderson-Darlingova testu, klasického Jarque-Bera
testu a Jarque-Bera-Urzua testu), robustnich testt normality (robustniho Jarque-Bera testu, med-
couple testu) a modifikovanych Jarque-Bera testt proti bimodalnimu rozdéleni.

Na zaklad& Monte Carlo simulaci bylo zjit&€no, Ze nejsilngjsim testem proti alternativé bimodalniho
rozdéleni je Anderson-Darlingtiv test a Shapiro-Wilkiv test. Naopak klasicky Jarque-Bera test, Ur-
zuova verze Jarque-Bera testu a robustni Jarque-Bera test vykazuji pro malé rozsahy soubort nulo-
vou silu. Vt&chto p¥ipadech Vykazuji vy33i silu vybrané modifikované Jarque-Bera testy, které kombi-

nuji medidn a aritmeticky priomér ve vyb&rovych odhadech k-tych centrilnich momentt. Nejsiln&jsi

z t&chto modifikaci je modifikovany Jarque-Bera test MJB,, | ., jehoZ testové statistika ma podobu

no( iy Yo g ’
MJB, .= 18 (ﬁj+24[ m} _3) ,

kde i, = (X X)kain, = % ¥ (X,- M ) jsouvybérové odhady k-tého centrdlnitho momentu pro
i=1

vsechny poz1t1vn1 hodnoty k, X, proi=1, ..., n je vybé&r z iid ndhodné proménné, X je vyb&rovy odhad
prvniho obecného momentu (aritmeticky priimér), M, je vybérovy medidn, 7,/ in)? je vybérovy od-
had sikmosti rozdéleni a ji,/ i} je vyb&rovy odhad Spicatosti rozd€lent, a ktera m4 stejné jako klasicka
Jarque-Bera testova statistika asymptoticky chi-kvadritrozdéleni se dvéma stupni volnosti, tj. norma-
litu zamita v pripadech, kdy MJB,, | ., > %% _, (2).

V porovnini s Anderson- Darhngovym a Shapiro-Wilkovym testem vykazuje MJB,, |, test pro malé
a stfedné velké rozsahy souboru niz3i silu, avak v porovnani s nulovou silou Klasického Jarque-Bera
testu je zde patrné zlep3Seni — nap¥. proti alternativé bimodalntho rozdélenti, které vznikne jako smés
dvou normélnich rozdé&leni s funkei F = 0,5N(0; 1) + 0,5N(5; 1) pro rozsah souboru n = 24 vykazuje
M]B,,, ,,, test silu 0,07, Jarque-Bera test silu 0,00 a Anderson-Darlingtiv test silu 0,88, a pro rozsah
souboru n = 50 vykazuje MJB,, |, testsilu 0,77, Jarque-Bera test silu 0,43 a Anderson- Darhnguv test
silu témé¥ 1,00.

(1,1,0,1)

testy normality, robustni testy, Monte Carlo simulace, komparace sily testt, bimodélni rozd&leni

Prispé&vek vznikl za podpory programu AKTTION Ceska republika — Rakousko, spoluprice ve védé
a vzdé&lani, projektu €. 51p7 s ndzvem ,, Robust testing for the normality and its applications for the economy,
sports and Basel TT*.

SUMMARY

This paper deals with comparison of the power of selected classical omnibus normality tests (the Sha-
piro-Wilk test, the Lilliefors test, the Anderson-Darling test, the classical Jarque-Bera test and
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the Jarque-Bera-Urzua test), the robust normality tests (the robust Jarque-Bera test, the Medcouple
test) and the modified Jarque-Bera normality tests to detect a bimodal distribution.

On the basis of the Monte Carlo simulations we can conclude that the Anderson-Darling and the Sha-
piro-Wilk tests outperform the other tests including the Lillierfors test and medcouple test for bimo-
dal alternative distribution, especially in small sample sizes. On the other hand the classical Jarque-
Bera, the Jarque-Bera-Urzua and the robust Jarque-Bera tests are biased, especially in small sample
sizes again. For these cases selected modified Jarque-Bera tests show a higher power than the classi-
cal Jarque-Bera test. These tests combine the median and the arithmetic mean for the k-th population
central moment estimation. Consequently, the highest power show MJB test with test statistic

(1,1,0,0)
n (i, P n(j >
M]B(uol): 18 (m33/2j+ﬂ(m42 _3) y
2 2

1 1 __
Z (X,- X)* and i, = - Z (X,- M )* are sample estimates of the k-th population central
i=1

moment for any positive integer k, X, fori=1, ..., nis a sample of independent and identically distri-
buted random variables, X is the sample estimate of first population moment (sample mean), M is
the sample median, iir,/ .} is the sample estimate of the skewness and i,/ i22 is the sample estimate of
the kurtosis. MJB,, |, ’test statistic follows the same asymptotically distribution as the classical Jarque-
Bera test statistic, i.e. the chi- square with two degrees of freedom. Therefore, the implied one-sided
rejection region is “reject H : normality, if MJB, o> %5, (2).

The MJB,, ,, test shows a lower power than the ‘Anderson- Darling and the Shapiro-Wilk tests, espe-
cially in stall sample sizes. On the other hand the M]B, |, test shows a higher power than the classi-
cal Jarque-Bera test — e.g. MJB,, |, test shows power O, 07 against the bimodal distribution with mix-
ture of normal distributions funcuon F=0,5N(0; 1) + 0,5N(5; 1) and sample size n = 24 (in contrast,
the classical Jarque-Bera test is biased (the power is zero) and power of the Anderson-Darling test
is 0.88) and for sample size n = 50 MJB,, ,, test shows power 0.77 (in contrast, power of the classical
Jarque-Bera test is 0.43 and power of thé Anderson- Darling test is nearly 1.00).

where i, =

Research was supported by Project 51p7 AKTION Czech Republic-Austria: , Robust testing for the nor-

mality and its applications for the economy, sports and Basel TI*.

LITERATURA

ANDERSON, T. W, DARLING, D. A., 1952: Asymp-
totic theory of certain ,goodness-of-fit“ criteria
based on stochastic processes. Annals of Mathemati-
cal Statistics, 23(2). p. 193-212.

BRYS, G., HUBERT, M., STRUYF, A., 2004: A ro-
bustification of the Jarque-Bera test of norma-
lity. COMPSTAT 2004, Proceedings in Computational
Statistics, ed. J. Antoch, Springer, Physica Verlag,
p.753-769.

BRYS, G., HUBERT, M., STRUYF, A., 2008: Good-
ness-of-fit tests based on a robust measure of skew-
ness. Computational Statistics, 23(3). p. 429-442.

D'AGOSTINO, R., STEPHENS, M., 1986: Goodness-
of-fit Techniques. Marcel Dekker, New York.

GEL, Y. R., GASTWIRTH, J. L., 2009: A robust mod-
ification of the Jarque-Bera test of normality. Eco-
nomics Letters, 99(1), p. 30-32.

JARQUE, C. M., BERA, A.K., 1980: Efficient tests for
normality, homoscedasticity and serial independ-
ence of regression residuals. Economics Letters, 6(3).
p-255-259.

LILLIEFORS, H., 1967: On the Kolmogorov-Smir-
nov test for normality with mean and variance un-
known. Journal of the American Statistical Association,
62(318). p. 399-402.

SHAPIRO, S. S., WILK, M. B., 1965: An analysis of
variance test for normality (complete samples).
Biometrika, 52(3 and 4). p. 591-611.

STRELEC, L., 2008: Comparison of power of modi-
fied Jarque-Bera normality tests and selected tests
of normality. Acta Universitatis Agriculturae et Silvi-
culturae Mendelianae Brunensis: Acta of Mendel Univer-
sity of Agriculture and Forestry. sv. LVI, €. 6,s.137-148.
ISSN 1211-8516.

STRELEC, L., STEHLIK, M., 2009a: On robust test-
ing for normality. Proceedings of the 6th St. Peters-
burg Workshop on Simulation. St. Petersburg: VVM
com. Ltd., Ed. by S. M.Ermakov, V. B. Melas and
A.N. Pepelyshev, 2009, p. 755-760.

STRELEC, L., STEHLIK, M., 2009b: Some proper-
ties of robust tests for normality and their applica-
tions. IFAS research report.

URZUA, C. M., 1996: On the correct use of omni-
bus tests for normality. Economics Letters, 53(3),
p. 247-251.

THADEWALD, T, BUNNING, H., 2007: Jarque-
Bera test and its competitors for testing normality
- a power comparison. Journal of Applied Statistics,
34(1). p. 87-105.

THODE, H. C., 2002: Testing for Normality. Marcel
Dekker, New York.

Adresa

Ing. Lubos Stielec, Ustav statistiky a operaéntho vyzkumu, Mendelova zemé&délska a lesnicka univerzita
vBrng, 613 00 Brno, Ceska republika, xstrelec@node.mendelu.cz



