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Abstract
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Kernel smoothing provides a simple way for finding structure in data. The idea of the kernel smoothing
can be applied to a simple fixed design regression model and a random design regression model. This
article is focused on kernel smoothing for fixed design regression model with using special type of esti-
mator, the Gasser-Miiller estimator, and on choice of the bandwidth. At the end of this article figures for
ilustration described methods on two data sets are shown. The first data set contains simulated values of
function sin(2zx), the second contains January average temperatures measured in Basel 1755-1855.

kernel smoothing, Gasser-Miiller estimator, bandwidth

1. ZAKLADNI DEFINICE A VETY

Necht (x, Y)!_,, n € N je posloupnost pozorovani
dvojice (x, Y), kde x € R a Y je realna nebo simu-
lovana nahodna velicina. Jestlize hodnoty nezavislé
proménné x jsou pevné zvolené experimentatorem
(tzn. nejsou nahodné veli¢iny), pak hovotime o tzv.
modelu s pevnym planem. Zavislost hodnot ¥ na hod-
notach x Ize popsat tzv. regresni kiivkou a prislusny
funkéni vztah mezi proménnymi (x, Y), nazyvany re-
gresni model, zapisujeme ve tvaru
Y=mx) +e,

i=1,.. (1)

> 1,

kde m je neznama funkce, kterou budeme odhadovat,
X, je bod planu, Y, je pozorovani a plati

E(e)=0,
D(e)=0c*>0,

i=1,.,n
i=1,..,n,

Hodnoty x, , i = 1, ...n mlZeme zadat nezidpornou
integrovatelnou funkci f

i i i—1
/f(x)dx =1; /f(x)dx = 1; i=1,..,n 2)
vy 0 n—

Ozna¢me Lip[a, b] tfidu spojitych funkci splituji-
cich Lipschitzovu podminku na [a, b]:

lg(x) —gWI <L - |x—y|
L = konstanta.

Vx,y € [a, b], L >0,

Konstrukei jadrového odhadu funkce 7 (x) budeme
provadét v bodech planux,i=1, ... n, kdex, =, ,0 <
x, < 1. Zaved'me si nyni definici jadra.

Definice 1.1.: Necht'v, k jsou nezaporna celd cisla, 0
<v <k. Necht K € Lip [-1, 1], nosi¢ (K) = [-1, 1].
Necht K spliiuje nasledujici momentové podminky

X 0 0<j<k,j#v
/ X Kx)dx =< (=1)yv! j=v, 3)
-l B, j=k

Funkce s témito vilastnostmi se nazyva jadro. Je-li
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B, # 0 Fikdme, Ze jadro K je Fadu (v, k) a piseme K
M,
Definice 1.2.: Necht' u € N, k, v + k je sudé cislo a
necht K je jadro spliujici nasledujici podminky
DK e C*[-1, 1],
2)Kem, ,
KV (1)=K?(-1)=0,;=0,1.,u—1L,u>1,0<vy
<k-2,v+ ksudeé.
Toto jadro nazyvame jadro hladkosti u a oznacu-
Jeme Ke M,

Véta 1.3.:

1)Necht K splituje pozadavky z vyse uvedené definice,
pak K e Motz

2)Pro libovolnou funkci ) M., ., existuje pravé
Jjedna funkce q € C* [-1, 1] takova, ze g» = 1), g¥
-D=0,j=0,1..,u-1,geM,.

Z obecného hlediska Ize jadrovy odhad zapsat jako
m(x) =" W, h)Y, kdelWl.(x, h) oznacuje vaho-
vou funkci. Oznaéme K,(*) =5 K (j ), h=h jekladna
konstanta.

Omezime-li se na odhady v bodech planu, pak ma-
zeme jadrovy odhad zapsat jako

kde m= (7 (x)), ..., m (x,))" je vektor odhadd funkce
m,Y = (Y, ..., Y )" je vektor pozorovani, x = (x, ...,
x )" je vektor bodli planua S = (sij), i,j=1,..,njevy-
hlazovaci matice. Tato matice je dana tzv. vahovymi
funkcemi, které budeme v nasem piipad¢ oznacovat
S= (sij), s, = VK(xj, h) a zavisina h, i, x a K; h je Sitka
vyhlazovaciho okna a fidi hladkost odhadu.

2. GASSER-MULLERUV ODHAD

M¢jme regresni model popsany v 1. kapitole. Gas-
ser-Miilleriv odhad definujeme nasledovné

. _ nY 1 SiK X
= | [

si—1

;”J du=3 YW (5 B (4)

Body planu x, i = 1, ... n jsou vzestupn€ uspoia-
dané a pro body s, i = 1, ... n plati s, = 0, 5, ="~ |
i=1,...n—1as =1.Proprvky vyhlazovaci matice
s, = W,-()?,»s h),i,j=1, ... nvbodé¢ planu X, s Sitkou vy-
hlazovaciho okna / plati vztah

Si

woe - k(5" a 5
x, )—7/1 [ - ] u. 5)

V dalsi ¢asti uvedeme vztah pro odhad derivace

i (x,) W, b ... Wi, b)) (7, funkce /.
m=| : |=SY= E : i,
7 (x) W, hy .. W, by \¥
1.5 T T T T T T
+
-+

1: Konstrukce vahy
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Graf ukazuje konstrukci vahy pro Gasser-Miillerav
odhad na ptiklad¢ simulovanych dat funkce f(x) =
sin(2mx). Méfeni jsou oznaCena symboly +, ¥, je mé-
feni v bod€ x, a parabola je Epanecnikovo jadro K(x)
= §(1 — x?). Sedé vyznagend oblast je po pfenasobeni
koeficientem 1/h vaha odpovidajici bodu planu, mé-
feni a Epanecnikovu jadru v konkrétnim ptipadé.

Véta 2.1.: Necht je dan regresni model s pevnym pla-
nem a necht dale plati
1.me CY[0,1]), ke N
2KeM ,
3lim__h =0alim__nh>"'=oo

Pak pro odhad v-té derivace funkce m, a kazdé x €
0, 1) je

1

1O (x) = = ng_Wi(x):
1 n Si X—U
= Y / K{ Jdu (6)
hv+l = 51 h

konzistentnim odhadem m © (x). Pro rozptyl tohoto
odhadu plati

var(m ) (x)) = (C +o(1)), (7
nh2v+l

kde

C, =/ 1Kz(x)abc, (®)

a pro jeho vychyleni plati

Erit ©(x) —m ©(x) = b= m® (x) B, + O([nh]™) +

T o(h* ), ©)
kde
Bt =[x keoa (10)

3. VOLBA OPTIMALNI SIRKY
VYHLAZOVACIHO OKNA

Vhodnym nastrojem pro posouzeni kvality odhadu
je stiedni kvadraticka chyba.

Vyjdeme proto z tvaru stfedni kvadratické chyby
MSE@1 ) (x)), ktery je dan vztahem
MSE(ri ) (x)) = E (1 ) (x) = m ' (x))%,
a ktery lze zapsat také ve tvaru

MSE@ @) (x)) = var(m V) (x)) + E (i (x) —m © (x))?

Necht’ plati pfedpoklady véty 2.1., potom stfedni

kvadratickou chybu MSE(r @ (x)) mizeme vyjadfit
ve tvaru

CK + h 2(k—-v) [m(k) (x) BK]Z’

MSE(m @ (x)) ~ (11)
nh2v+1
kde
B =(—1)"& i =/ lx"' K(x)dx, C =/ 1 K2(x)dx.
K A > k B > K N

Sitka vyhlazovaciho okna v bod¢ x (hMSE(,f,l(v) (x))),

ktera minimalizuje MSE(r1 @ (x)) je dana vztahem

OMSE(R () _
oh

a nazyvame ji optimalni $itkou. Jde vSak o asym-
ptotickou optimalitu mezi vS§emi moznymi volbami
hodnoty %, zvolenym typem a fadem jadra K. Obdr-
Zime

1

w+l oG 17
Pytseono oy~ . T (2
0 (x)) 2 (k—v) BI? m®x)?* n

Ze vzorct (11) a (12) mizeme vidét, Ze s rostoucim
h klesa rozptyl odhadu a roste kvadrat jeho vychyleni
anaopak. Ze vzorce (12) je také patrné, Ze tento vztah
lze pouzit pro nalezeni vhodné $itky vyhlazovaciho
okna, kdyz zndme odhadovanou funkci. Analogicky
1ze ziskat §itku vyhlazovaciho okna pro cely interval
vyhlazované funkce z primérné stfedni kvadratické
chyby AMSE. Jestlize odhadovanou funkci nezname,
nalezneme feSeni vhodné Siiky vyhlazovaciho okna
pomoci metody kiizového ovéfovani. V piipadée této
metody ptijde o odhad optimalni hodnoty.

Vyjdéme opét z véty 2.1., z ptedpokladu a tvaru vy-
chyleni a rozptylu pro odhad 1 ® (x). Ozna¢me ra ) =
(MmO (x)), ..., m®(x))". Pak primérnou stfedni kvad-
ratickou chybu mizeme vyjadrit ve tvaru

_ 1
AMSE (1 O, h) = — Y E (i (x) —m © (x))* =
n A ~ ~

zi Z": CK o 1 - B2 (m(k)(x))z
n Al nhr K J
a C, B, jsou definovany ve vété 2.1. Optimalizaci
ziskdme vyjadieni pro optimalni $itku vyhlazovaciho
okna ve tvaru
1

|: v+ 1)C, :| Ul
h —= .
opt, AMSE 2n (k o V) B’? (’,ﬁ (k))2

(13)
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0.4 —

MSE

2: Zavislost AMSE na h

Metoda kiiZového ovéfovani

Chceme-li tedy odhadnout Sitku vyhlazovaciho
okna %, vypocteme hodnotu funkce kiizového ove-
fovani

M=

CVh) = — 3. (¥~ i, (x))" (14)

1
n r
kde 7, (x)) je oznaCeni odhadu v bod€ x,, pii kterém
jsme vynechali bod x,a odpovidajici hodnotu Y, pfi-
¢emz hledame minimum této funkce na mnoziné
H =lan -3k, bn *2#1], pro né&jaké 0 < a, < b, < oo,
tj.

hapm, = arg min

CV(h). (15)

heHp

Vztah (14) Ize zjednodusit a zobecnit do vhodngj-
Siho tvaru
Vo) |
=Wy |’

tr(W) = trace(W) = En: W{(x, h), kde W je definovano
v (5).

s

GCV(h) = x (16)
n

kde

Upravena metoda, ktera vyuziva vztahu (16) se na-
zyva zobecnéna metoda kiizového ovérovani.

0.65 -

0.6 |-

0.55

0.45 -

0.4

0.35 -

0.3 L I 1

[e] 0.1 0.2 0.3

3: Zavislost GCV na h
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Ukézka typii jader 5. APLIKACE GASSER-MULLEROVA ODHADU
v k u jadro V této Casti je provedena aplikace poznatki jadro-
0o 2 1 2(1-x%») vého vyhlazovani s uzitim Gasser-Miillerova estima-
0o 2 2 L(1-2x2+x% toru na konkrétni data. V prvni ¢asti jde o aplikaci na
0 4 0 +(3-5x) simulované hodnoty, ve druhé na redlna data. Pro si-
0 4 1 - (3 - 10x* + 7x%) mulaci byla vybrana znama funkce sin(27x) o rozsahu
0 4 2 485 (1 — 5x + 7x* — 3x5) n =101, ¢*> = 0,3. Realna data tvoiil soubor pramér-
1 3 0 3-x nych lednovych teplot naméfenych v Basileji mezi
1 3 1 Bo(x—x%) lety 1755-1855.

1 3 2 I (—x +2x° = x°) ) .

1 5 0 15 (= 5x + 7x%) 5.1. Simulovana data

1 5 1 195 (—5x + 14x°3 — 9x°) Pro ukazku jadrového vyhlazovani byla simulovana
1 5 2 33 (<5x + 21x* = 27x° + 11x7) data funkce m=sin(27mx).

o5 L L 1 L 1 1 1 1 1

4: Odhadm, K e M, ,, h = 0.4

04’

5: Odhad i, K e M, ,, h = 0,5

1,3’
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6: Odhad mi® Ke M, , h=04

24’

5.2. Vliv vybéru $iky vyhlazovaciho okna na simulovana data

—-2.5 L -
o Qi 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 Oi7 0.8 0.9 1

_o5 L L L L L
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

8: Odhad funkce s malou hodnotou $irky vyhlazovaciho okna
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2 -
L3
e s . i ; ; . ; .
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
9: Odhad funkce s velkou hodnotou sirky vyhlazovaciho okna
5.3. Vybér optimalni hodnoty h
Uzitim AMSE a metody Cross-validation
0.7 T T T T T T 0.7 T s T T T T
o ] 065
0.6
0.5 4
0.55)
04 4
é 0 05
03 -
045
021 a
04
ol 1 035,
0 0‘! 0‘2 0‘5 0‘4 0‘5 0‘6 07 o 0 0.1 D!Z 0‘3 D.‘4 DjS 0‘6 0.7

h

opt, AMSE

10.2: Odhad funkce m s h

~

11.2: Odhad funkce m s hop,Gc,,
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*

o5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(0] 0.1 0.2 0.3 0.4 0:5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

12: Odhad funkce sin(2nx) (¢arkované) s h

A~

s (t€Ckované) a homGCV (plnou carou), n = 101

e 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
13: Odhad funkce sin(2nx) (¢arkované) s h ., (teckované) a ifvm ooy (Plnou carou), n = 201
5.4. Aplikace na realna data méiené v Basileji mezi lety 1755-1855. Tyto hodnoty

Pro aplikace jadrového vyhlazovani na redlnych byly rovnéz otestovany Kendalovym 7 testem nahod-
datech byly vybrany primérné lednové teploty na- nosti a jsou nezavislé.
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14: Odhad primérnych lednovych teplot, K e M ,, huptGCV =045
6 T T T T T T T T T T
3
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1 1 L 1 L
1760 1770 1780 1790 1800

15: Odhad prvni derivace funkce popisujici primérné lednové teploty, K € M ,, h

6. ZAVER

Predkladany ¢lanek se vénuje problematice popsani
struktury dat, a to prostiednictvim jadrového vyhla-
zovani s uzitim Gasser-Miillerova odhadu. Déle se
zaméiuje na problematiku volby Sitky vyhlazova-
ciho okna, kterd vyznamnou mérou ovliviiuje kva-
litu vysledného odhadu. V programovém prostiedi
MATLAB byl rovnéz zpracovan vypoctovy program
a s jeho pomoci byly nasledné popsany dvé struktury
dat. Prvni byla tvofena simulovanymi hodnotami

1 1 1 1 L
1810 1820 1830 1840 1850

0.4

02> Moproev

funkce sin(2zx), druha primérnymi lednovymi tep-
lotami naméfenymi v Basileji mezi lety 1755-1855.
Ziskané vysledky jsou graficky znazornény. Graf
¢islo 15 ukazuje nalezenou kiivku, ktera popisuje od-
had vyvoje primérnych lednovych teplot namétenych
v Basileji mezi lety 1755-1855. Graf ¢islo 16 ukazuje
nalezenou kfivku, ktera popisuje odhad prvni deri-
vace vyvoje lednovych teplot namétenych v Basileji
mezi lety 1755-1855.
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SOUHRN

Jadrové vyhlazovani nabizi jednoduchy zpusob jak najit a popsat strukturu dat. Myslenka jadrového
vyhlazovani mize byt aplikovana na regresni model s pevnym i ndhodnym planem. Predlozny ¢lanek
se zamé&fil na jadrové vyhlazovani s uzitim specidlniho typu odhadu, a to Gasser-Miillerova odhadu, a
na vyber §itky vyhlazovaciho okna. Na konci ¢lanku jsou pfipojeny ilustrativni grafy uvedenych metod
Pro grafické zpracovani bylo vyuzito jak simulovanych hodnot funkce sin(2zx), tak redlnych hodnot,
kterymi byly primérné lednové teploty naméfené v Basileji mezi lety 1755-1855.

jadrové vyhlazovani, Gasser-Miilleriv odhad, sitka vyhlazovaciho okna
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