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Abstract
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In the last decade we can observe increasing number of applications based on the Artificial Intelligence
that are designed to solve problems from different areas of human activity. The reason why there is so
much interest in these technologies is that the classical way of solutions does not exist or these tech-
nologies are not suitable because of their robustness. They are often used in applications like Business
Intelligence that enable to obtain useful information for high-quality decision-making and to increase
competitive advantage.

One of the most widespread tools for the Artificial Intelligence are the artificial neural networks. Their
high advantage is relative simplicity and the possibility of self-learning based on set of pattern situa-
tions.

For the learning phase is the most commonly used algorithm back-propagation error (BPE). The base of
BPE is the method minima of error function representing the sum of squared errors on outputs of neural
net, for all patterns of the learning set.

However, while performing BPE and in the first usage, we can find out that it is necessary to complete
the handling of the learning factor by suitable method. The stability of the learning process and the rate
of convergence depend on the selected method.

In the article there are derived two functions: one function for the learning process management by the
relative great error function value and the second function when the value of error function approxi-
mates to global minimum.

The aim of the article is to introduce the BPE algorithm in compact matrix form for multilayer neural
networks, the derivation of the learning factor handling method and the presentation of the results.

neural networks, learning algorithm, back-propagation error, matrix form, learning rate, handling of
learning rate

V poslednich desetiletich 1ze zaznamenat znacny
narust aplikaci pro feseni uloh z riznych oblasti lid-
ské Cinnosti vyuzivajici technologie umélé inteli-
gence. Zajem o tyto technologie lze pfipsat skutec-
nosti, ze klasické zptisoby feseni bud’ neexistuji nebo
pro svoji robustnost nejsou vhodné. Casto jsou vyuzi-
vany v aplikacich ,,Business Intelligence* umoziiuji-
cich ziskavat potfebné informace pro kvalitni rozho-
dovani a zvySovani konkurenceschopnosti.

Jednim z nejrozsifenéjSich nastroji umélé inteli-
gence jsou vicevrstvé neuronové sité. Jejich velkou
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vyhodou je relativni jednoduchost a moznost samou-
¢eni na zakladé souboru vzorovych situaci.

Pro etapu uceni se nejCastéji pouziva algoritmus
zpétného Sifeni chyby. Avsak pfi jeho realizaci a po-
¢ateCnim vyuzivani zjistime, Ze je nutné jej dopl-
nit vhodnym zptsobem fizeni velikosti koeficientu
uceni, na jehoz volbé je zavisla konvergence procesu
uceni.

Cilem tohoto pfispévku je kompaktni vyjadieni al-
goritmu uceni v maticovém tvaru, odvozeni metody
tizeni koeficientu uceni n-uroviiové neuronové sité



76

V. Konecny, A Matiasova, I. Rabova

a prezentace dosazenych vysledkd. Pro fizeni pro-
cesu uceni jsou odvozeny dvé funkce: jedna pro fi-
zeni procesu ucéeni pii relativné velkych hodnotach
chybové funkce a druha pro fizeni procesu uceni pfi
hodnotach chybové funkce blizicich se globalnimu
minimu.

MATERIAL A METODY

Viceliroviiova neuronova sit’ je schematicky zna-
zornéna na obrazku 1. Pocet neurond vstupni vrstvy
N, je dan poctem vstupli a vystupni vrstvy poctem

vystupli neuronove sit€. Poty neuronil N, ve skrytych

vrstvach nelze stanovit presné, pro praktické aplikace
vSak staci vétSinou dodrzet podminku

N, min(N,,, N,), M
kde N, — pocet neuronti vystupni vrstvy. Taktéz ne-
existuje ani exaktni pravidlo pro stanoveni poctu trovni
neuronové sité. Z praxe je vSak zndmo, ze pro vétSinu
praktickych uloh jsou postacujici tii Grovné: vstupni,
Jjedna skryta a vystupni, pfiCemz vstupni Uroven pouze
opakuje vstupni signaly (y,' = x,). V pfipadn¢ potieby ji
lze vyuzit pro transformaci vstupnich hodnot.
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1: n-urovinova neuronova sit’

Hodnoty vystupti neuronti jsou napojeny na vstupy
neurontl nasledujici urovné vahami, které jsou speci-
fikovany matici ve tvaru

k k
Wll ’ WIZ ’ ’ Wlm
k k
Wk: W21 4 WZZ >t Wsm (2)
w k ,W k

Pocet fadku » matice W* je dan potem neuront
vrstvy (k—1) a pocet sloupcti — potem neurond vrstvy
k. Obecné neurony N vrstvy provadi transformaci
yxk — f;k(zyrk—l.wmk + I.Xk). (3)

Hodnota vystupu y' = s, piipadné y' = fl(x),
provadi-li vstupni Groven sit¢ né&jakou transformaci
vstupll. V obecném ptipadé mize kazdy neuron sité
realizovat vlastni funkci, i kdyz nejéastéji vSechny
neurony (kromé vstupni vrstvy) realizuji stejnou
funkci. Hodnoty 7 * jsou prahové hodnoty neuront.

Vlastni proces korekce parametrti neuronové sité
vychazi z algoritmu zpétného Sifeni chyb (BPE —

Back Propagation Errors), pro ktery jsou v dalsi ¢asti
odvozeny jednoduché maticové vztahy.

Problém konvergence algoritmu je feSen kontinu-
alnim fizenim velikosti koeficientu uceni funkcemi:
4= 4,(Ch, G) —pro pocatecni fazi uceni, A = 4,(Ch, G)
— pro zavérecnou fazi uceni.

UCEN[ NEURONOVE SIiTE

Znalosti naucené neuronové sit¢ jsou obsazeny ve
vSech parametrech sité, tj. vahach w, a prahovych
hodnotach 7, neurontt vSech urovni sité. Jejich po-
¢ateCni hodnoty jsou generovany zpravidla nahodné.
V procesu uceni se parametry neuronové sité upravuji
tak, aby se minimalizovala vypocetni chyba neuro-
nové sité hodnocena chybovou funkei

Ch = TEX) = X3 Sl (X) 3 GO, )
kde X je v-ty vstupni vektor vzoru ucicitho souboru.
Tj. provadi se minimalizace souctu Ctvercti rozdil
pozadovanych — y " a skute¢nych — y,” hodnot vy-
stupti, za vSechny vystupy sit¢ a vSechny vzory uci-
ciho souboru.
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2: Vrstvy n-tiroviiové neuronové site

Aby zména parametrt sit¢ minimalizovala skalarni
chybovou funkci Ch, je nutno ji provadét v opacném
sméru gradientu, protoze gradient uddva smér nej-
rychlejsiho ristu, a tedy nové hodnoty parametri W s
z., urovné u (n > u > 1) se stanovi podle vztaht:

dCh
Wo = W= E (5)
rq
oCh
S (6)
q

kde A — je koeficient uceni sit€. V maticovém tvaru
1ze korekci parametrii neuronové sité zapsat vztahy
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w., T —po provedeni korekce,
W vah W deﬁnovana ve tvaru (2),

prahovych hodnot T
G * — gradientd s prvky g“ =0E(X, )/6w ’
G u — gradientl s prvky g“ = 6E(X )/61“

g
a koeﬁc1entem uceni neuronoveé site A.

Pro jeden vzor X a parametr wi (vystupni urovne)
bude gradient funkce E roven parcialni derivaci
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V}'fraz. 9 reprezentuj:e hoan.tu prvku g matice
G (stejnych rozmért jako matice vah n-t€ vrstvy).
VSechny hodnoty matice G, pro dany vzor uciciho
souboru, lze vypocitat soucinem sloupcové matice
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Y*~! — vystupt neuronti rovné n — 1 a fadkové ma-
tice s prvky d,” - f,". Pro ziskéani matice s prvky d,” - f,”
je definovana zvlastni maticova operace ®.

Definice. Necht’ A s prvky a,Bs prvky bij jsou ma-
tice stejného typu (m,n), pak C =4 ® B je
matice s prvky c,=a, by

Vyuzitim této operace 1ze parc1aln1 derivace chy-
bové funkce E podle parametrl w a 7 zapsat vyrazy

kde:

Dr=Y -y

¥ — sloupcova matice pozadovanych vystupd neu-
ronove site,

Y"—sloupcova matice vystupi neuronove sité (obecné
vystupti neuront n-t€ urovng),

F’" — sloupcova matice hodnot derivaci funkci £, "(b,")
neurond n-té vrstvy.

Gwn=yn—l . [Dn®F’n]T, (11)
Podobné 1ze odvodit parcidlni derivace a gradienty
G'=D"®F", (12)  chybové funkce E podle parametra sité v irovni n — 1.
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Vyrazd;~ b=2dmf (b)) w," reprezentuje j-ty pr-
vek sloupcove n’fatlce ObsahUJICI pretransformované
chyby z vystupti neuronové sité k vystupu j-tého neu-
ronu trovné (n — 1). Tuto transformaci chyb z n-té
urovné (vystuptl neuronové sité) k vystuptim Grovné

Pti akceptovani zavedenych oznaceni, vyraz dj" —l-
S (b~ ")y~ ? predstavuje prvek maticoveho sou-
¢inu Y -2[D"~!' ® F™- ', takZe parcialni derivace
funkce E podle vah urovné (n — 1) budou

(n — 1) lze vyjadrit maticovym vyrazem G '=y *»[D'®@F" " (15)
D='=w-(D"®F™). (14) Derivace funkce £ podle parametru rj"*‘ je
OE
o1 - ;(Vk” _ykon) a n— 1 __Zd fk n(bk ) a n— | =
J
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J
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_Zd J(l‘( (b )M?knﬁ’ (bjn—l):djn—]:fj‘. n—l,(bjn—]). (16)
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Ocividné parcialni derivace funkce E podle vSech
rj"*‘ lze zapsat pomoci maticového vyrazu
GTn—lan—l®F’n—l. (17)

Vztahy (11) a (12), (15) a (17) predstavuji stejné
operace, ale v jiné vrstvé neuronové sité, a tedy obecné

1ze pro korekci parametri w a 7 k-té vrstvy n-tiroviiové
neuronové sit¢ napsat obecné maticové vztahy

wh= W*—AZYV“‘ D} F M, (18)
Trh=T- iZ[Dv" ®F'H, (19)
kde

Df=Wr T (DFQF’H. (20)

Pro posledni troven sit€¢ D" = ¥ — Y" a za pied-
pokladu, ze vstupni Groven neuronové sité pouze
opakuje vstupni hodnoty, pak pro korekci vah druhé
urovné Y ' =Y!=X.

Vztahy (18), (19) a (20) jsou zakladni maticové
vztahy algoritmu zpétného §iteni chyb. Vlastni zpétné
Sifeni chyb, resp. transformace chyb k vystupim
skrytych vrstev je reprezentovano vztahem (20).

Vypocetni rezim k-té vrstvy neuronové sité, tj.
prvky matice Y* jsou definovany vztahem (3), kde
Z vyt ow b+ k= bk je prvek sloupcové matice
Bf = W[V~ ']" — T* excita¢nich hodnot neuronii k-té
VIStvy.

Pro praktické pouziti algoritmu BPE zbyva vyfesit
jesté jeden problém, a to stanoveni velikosti koefici-
entu uceni /.

RIZENI KOEFICIENTU UCEN{

Parametry neuronové sité w a 7 jsou obvykle gene-

.lcn-cn, | >>0algradCrl >>0 -
lchn-cn | >>0algradchl -0 -
len-cn | —0algradcnl >0
lcn-cn | >0algradcnl -0 -

AW N~

rovany zcela ndhodné z intervalu (0,1) nebo (—1,1).
Pfi nevhodném koeficientu uceni a neptiznivych po-
¢atecnich hodnotach parametrd w a r nemusi hodnota
chybové funkce konvergovat k hodnoté globalniho
minima. Proces uceni se mize zacyklit, zastavit nale-
zenim lokalniho extrému chybové funkce nebo mtize
probihat velmi pomalu.

S ohledem na funkci koeficientu uceni (viz vztahy
(5) a (6)) Ize fici, ze jeho hodnota bude mensi nez 1.
Pro feseni fady konkrétnich tilohy miize vyhovovat
konstantni hodnota stanovena experimentalné pro ur-
ity ucici soubor hodnot. Nicméné pii opakovaném
uceni (pfeuceni) sité a jinych pocate¢nich hodnotach
w a 7 nemusi diive pouzity koeficient u¢eni vyhovo-
vat.

Zména parametrti neuronové sité provadéna na za-
kladé vztahti (5) a (6) bude nulova, je-li dosazen lo-
kalni extrém chybové funkce (derivace podle vSech
parametrt jsou rovny nule), a tedy bez ohledu na hod-
notu A i hodnotu chybové funkce Ch se proces uceni
zastavi. Bylo by vSak zadouci lokalni extrém elimi-
novat a to jiz pfi priblizovani parametri k hodnotam,
kdy se proces uéeni zpomaluje. Pro jeho zrychleni,
resp. rychlé opusténi je nezbytné zvysit hodnotu koe-
ficientu uceni.

Nutnost eliminace lokalnich extrémi v procesu
uceni vede k potiebé fizeni hodnoty koeficientu uc¢eni
A a tedy stanoveni vhodné zavislosti hodnoty koefi-
cientu uceni na stavu optimalizace parametrii neuro-
nove site.

Konvergenci procesu uceni ke globalnimu nebo lo-
kalnim extrémim chybové funkce lze sledovat a fi-
dit prostfednictvim hodnoty chybové funkce Ch a
absolutni hodnoty gradientu této funkce | grad Ch |.
Necht Ch, je hodnota globalniho minima chybové
funkce, pak lze v ramci procesu uceni charakterizovat
nasledujici zakladni situace:

proces je daleko od lokalniho i globalniho extrému.

proces je blizko lokalniho extrému.

proces se blizi ke globalnimu extrému.

dosazen globalni extrém, pokud hodnota chybové funkce je

mensi nebo rovna pozadované hodnoté.

Zménu chybové funkce pfi malych zménach para-
metrll w a 7 neuronové sité lze vyjadrit jejim totalnim
diferencialem jako

acn-y 2

ijk Wij

oCh
otk

1

dw/+ ¥ det. Q1)

Vzhledem k tomu, Ze

oCh

k B
or,

oCh
dw == drf =
7

dCh =) {z (aChJ2+ z[ﬂﬂ= i grad Ch|>. (22)

Tk awl_j"’ I az'lk

pak
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Odtud

dCh dCh

A

Ch Ch

Koeficient & ve vztahu (23) pfedstavuje relativni
zménu chybové funkce pro aktualni epochu. Napf.
volbou hodnoty & = 0,05 je poZzadovana zména (sni-
zeni) chybové funkce o 5 %.

Akceptovani hodnoty koeficientu uceni 4, podle
vztahu (23) umoznuje eliminovat zpomalovani pro-
cesu uceni, pfipadné jeho zastaveni, pii priblizeni
parametr hodnotam lokalniho extrému. Pfi velké
chybé a malé absolutni hodnoté gradientu chybové
funkce je A, dostatecn€ velké pro zabezpeceni tniku
z oblasti lokalniho extrému smérem ke globalnimu
extrému.

Vzhledem k ¢lenitosti povrchu chybové funkce
mohou nékteré ulohy vyzadovat zadani mensi hod-
noty relativni zmény. Pfi pozadavku vétsi relativni
zmény chybové funkce (tj. rychlejsi konvergence)
muze vsak dojit k nevhodné velké zméné parame-
tru sité a misto konvergence chybové funkce k mini-
malni hodnoté se proces zméni na divergentni, pii-
padné se zacykli.

Pfi feSeni regresni ulohy, kdy pii stejnych vekto-
rech vstupnich hodnot mohou byt pozadovany rizné
vystupni hodnoty sité, nebude limitni hodnota chy-
bové funkce (resp. globalniho extrému) nulova.
V téchto ptipadech i pozadavek snizeni hodnoty chy-
bové funkce o 5 % muize byt prili§ vysoky.

Plynulejsi pribéh procesu uceni (jak bude patrno
z teSenych piikladt) 1ze docilit upravou funkce fi-
zeni koeficientu uceni pozadavkem konstantni hod-
noty pomeéru

dCh

= 81
Ch-|grad Ch| | grad Ch|

= konst=¢,. (24)

:/1: = . =g~ .
"|grad Cch|> Ch |grad ch|?* ' |grad ch|?

¥

(23)

Pak nova funkce fizeni koeficientu uc¢eni bude

A

dCh
, =&, | (25)

grad Ch ‘

Nevyhodou vyuziti tohoto zptsobu fizeni koefici-
entu uceni neuronové sit¢ bude oc€ividné pomalejsi
konvergence v zavére¢né fazi, tj. pfi malych absolut-
nich hodnotach gradientu chybové funkce.

DOSAZENE VYSLEDKY

Na zakladé odvozenych vztaht byl realizovan ex-
perimentalni model n-vrstvé neuronové sité v pro-
gramovacim jazyce LPA Win-Prolog doplnény o po-
ttebné maticové operace. Z hlediska casového feseni
(hlavné etapy uceni) to neni nejvhodnéjsi volba, nic-
méné pro oveteni teoretickych poznatkli naprosto vy-
hovujici. Realizace potvrdila spravnost i jednodu-
chost aplikace odvozenych vztahti pro uceni n-vrstvé
neuronové sité vcetné funkei pro fizeni hodnoty koe-
ficientu uceni.

V nasledujicich experimentech je neuronova sit’ po-
uzita pro modelovani funkci a procesu rozhodovani
o poskytnuti tivéru. V obou piipadech neurony reali-
zuji funkei

= ; (26)

1 + exp(—x)

Pribéh zmény chybové funkce Ch a koeficientu
uceni A,v jednotlivych etapach uceni neuronové sité
modelujici logické funkce souctu, soucinu a impli-
kace (viz obr. 3) je uveden na obr. 4.

3: Model pro simulaci logickych funkci souctu, soucinu a implikace

X X, Y, EX VX, | Y, TX A, |V, =X DX,
%, Vi 0 0 0 0 1
— Neuronova
. | Y2 0 1 1 0 0
X5 sit
S | Y3 1 0 1 0 0
1 1 1 1 1
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Je-li | grad Ch | < 1, jsou zmény koeficientu uceni
razantnéj$i, coz umoznuje rychlé opusténi okoli lo-
kalniho extrému chybové funkce a rychlejsi konver-
genci uceni v zavérecné fazi, kdy se parametry neu-
ronové sité priblizuji parametrm globalniho extrému
chybové funkce. ZvySuje se vSak nebezpeci prove-

deni prili§ velké zmény parametri neuronové sité
a naslednd moznost divergence procesu uceni, pfi-
padné zacykleni, obzvlasté pii velké hodnoté chybové
funkce (tj. v pocatecnich etapach uceni).

Proces uceni pro model na obr. 3 byl ukonéen po
dosazeni hodnoty chybové funkce Ch < 0,015.

120

4: Koeficient uceni . = 1, (viz 23)

Na obrazku 5 je zobrazen prub¢h procesu uceni, pii
kterém je fizeni koeficientu uceni provadéno pouze
podle funkce 4, (25). PoCate¢ni parametry neuronové
sité jsou stejné jako v pfedchozim piipadé.

Z obrazku 5 je patrno, ze zména koeficientu uceni
je plynulejsi. Po dosazeni chyby mensi nez =0,5 se

uceni vyrazné zpomalilo. Zatimco v pfedchozim pfi-
padé bylo od chyby 0,2 k dosazeni chyby 0,015 za-
potiebi pfiblizné ~60 etap, v tomto piipadé je to jiz
vice nez =400 etap uceni. Rozdil v rychlosti uc¢eni
neni v pocatecni fazi u€eni tak vyrazny ve prospéch
fidici funkce a,.

14 T v
Eps2=0,35 !

,_

12 1 e

8 | SEN U] R

500 600 700

5: Koeficient uceni A = 4, (viz 25)
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Provadéné experimenty s vyuzitim obou funkci (4,
/,) tizeni koeficientu uceni vedou k myslence vyuZiti
2, v prvni fazi u€eni pro vétsi stabilitu procesu a 4,
v zaverecné fazi pro zrychleni procesu uceni.

Na obr. 6 je znazornén prabéh procesu uceni stejné
neuronové sité¢ a pii stejnych pocatecnich podmin-

kach jako v obou ptedchozich pripadech. V prvni fazi
uceni je pouzito fizeni koeficientu ueni funkci 4, a
v zaveéreCné fazi funkee 4. Jeji aktivace je provedena
po dosazeni hodnoty chybové funkce <0,5. Z obrazku
je patrno, ze pro douceni sit¢ postacovalo pouze ~80
etap.
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Prbeh procesu uceni modelu neuronové sité o po-
skytnuti iivéru na zakladé tii vstupnich charakteristik
subjektu zadajiciho o tivér, je uveden na obr. 7. Model
neuronové sité ma tfi irovné: tfi neurony ve vstupni
vrstve, tii ve skryté vrstvé a jeden neuron ve vystupni.
U¢icim souborem (viz tab. I) je definovano 27 stavl
pro vstupy Uvér, Zavazky a Rating a pozadovany vy-
stup Rozhodnuti. Vstupy obsahuji hodnoty z intervalu
<1+3> a vystupy hodnoty z intervalu <0+1>. Vstupni
hodnota 1 oznacuje maly uvér, zavazek a vysoké ra-
tingové hodnoceni. Naopak vstupni hodnota 3 zna-
mena vysoky uvér, velké zavazky klienta, ale nizké

ratingové hodnoceni. Vystupni hodnota 1 predstavuje
rozhodnuti poskytnout tivér a 0 neposkytnout.

Proces uc¢eni byl ukoncen pii Ch = 0,01 po 960
epochach. Pribéh zmeény koeficientu uceni svédei
o znaéné Clenitosti chybové funkce.

Experimenty ukazaly, Ze pocet etap potfebnych
k nauceni neuronové sit¢ rozhodovat o poskytnuti
uvéru podle zadanych vzori je v pfipad¢ pouziti sa-
motné funkce 4, nebo 4, vétsi nez pfi jejich kombino-
vané aplikaci. I pfes znacné kolisani hodnoty koefici-
entu uceni je prubéh zmeény hodnoty chybové funkce

plynuly.
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7: Proces uceni neuronové sité modelujici rozhodovani o poskytnuti uiveru

SOUHRN

Uvedené teoretické poznatky byly aplikovany a ovéteny pii realizaci experimentalniho modelu n-vrstvé
neuronové sité. Rozsifeni zakladnich maticovych operaci o operaci ® (sou¢inu prvkl matic) umoziuje
nejen velmi kompaktni a jednoduché formalni vyjadieni algoritmu (zpétného Sifeni chyb) uceni neuro-

nove sité, ale také jeho jednoduchou realizaci.

Navrzeny zpiisob fizeni zmény koeficientu uceni umoziuje efektivni eliminaci lokalnich extrémi a tim
i plynulejsi a rychlejsi proces uceni neuronové sité. Napiiklad pro feseni ulohy rozpoznavani rastrového
obrazu pismen velké abecedy o rozmérech 10x9 bodt byla pouzita neuronova sit’ v konfiguraci 90:10:5
(5 bith vystupni kod znaku). Proces uceni byl ukoncen pifi Ch = 0,5 po 360 epochach.

Uspé&sné byly feseny i dalsi Glohy z oblasti modelovéni funkei, klasifikace do tiid a trendii vyvoje eko-

nomickych veli¢in.

neuronova sit’, uceni, algoritmus uceni, zpétné Sifeni chyb, maticova forma, koeficient uceni, fizeni koe-

ficientu uceni
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